
êÆ#(� >qÛ;9
www.nsmath.cn/zjzl

2017 c¥IÜÜêÆ��mÁK�)�

qÛ

1. ®��ê pÚ��ê n÷v:
n∏
k=1

(k2 + 1)U� p2�Ø. ¦y: p < 2n.

(�2É øK)

y² Uì
n∏
k=1

(k2 + 1)¥�Ïf¤¹ p��g©�¹?Ø:

(1) e�3 k (1 ≤ k ≤ n), ¦� p2 | k2 + 1. K p2 ≤ n2 + 1, =

p ≤
√
n2 + 1 < 2n.

(2) eé?¿� k (1 ≤ k ≤ n), k2 + 1 ØU� p2 �Ø. d^�, ��

3 1 ≤ j 6= k ≤ n, ¦� p | (j2 + 1) � p | (k2 + 1). K p | (k2 − j2), =

p | (k − j)(k + j)©

�e p | (k − j), K p ≤ k − j ≤ n− 1 < 2n;

�e p | (k + j), K p ≤ k + j ≤ n+ n− 1 = 2n− 1 < 2n.

nþ��, p < 2n. �

µ5 ù�¯Kfm©�Ñ�^�´
n∏
k=1

(k3 + 1)U� p2 �Ø, 4ëmÓÆ

y² p < 2n. ²L·K|?Ø, ÄuXeü��¡��Äò^�
n∏
k=1

(k3 + 1)U

�
n∏
k=1

(k2 +1): �´��1�K�ü$JÝ, �´êØ¥?Ø n2 +1�Ïf�¯

K�õ�, �ëmÀÃ�«��a. Ù¢ùü�^���O==3uõ?1


�gÏª©), �Ò´�^�á�Úúª.

2. � n´����ê, ¦��3��ê x1, x2, · · · , xn÷v

x1x2 · · · xn(x1 + x2 + · · ·+ xn) = 100n,

¦ n����U�.

(qÛ øK)

) n����U�� 9702.

ÂvFÏ: 2017-08-16.
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d®�, x1x2 · · ·xn(x1 + x2 + · · ·+ xn) = 100n.

w, x1 + x2 + · · ·+ xn ≥ 1 + 1 + · · ·+ 1 = n, � x1x2 · · ·xn ≤ 100. w,�

ÒÃ{¤á, � x1x2 · · ·xn ≤ 99. 


x1x2 · · ·xn = [(x1 − 1) + 1][(x2 − 1) + 1] · · · [(xn − 1) + 1]

≥ (x1 − 1) + (x2 − 1) + · · ·+ (xn − 1) + 1

= x1 + x2 + · · ·+ xn − n+ 1,

�

x1 + x2 + · · ·+ xn ≤ x1x2 · · ·xn + n− 1 ≤ n− 98.

u´ 99(n− 98) ≥ 100n, )� n ≤ 99× 98 = 9702.

d�� x1 = 99, x2 = x3 = · · · = x9702 = 1�¦�Ò¤á. �

3. Xã, 3 4ABC ¥, D �> BC þ�:, �

4ABDÚ4ACD�S%©O� I1Ú I2, 4AI1DÚ

4AI2D�	%©O� O1Ú O2, �� I1O2� I2O1�

u: P . ¦y: PD ⊥ BC.

(Üà� øK)

y² Ï� O1A = O1I1 = O1D, ¤±dS%�5�, O1 ´4ABD	��

l AD�¥:. ò� BI1, DI2�u: J1, K J1´4ABD� BS��%, � O1

´ I1J1�¥:. Ón, ò�DI1, CI2�u: J2, K J2´4ACD� C S��%,

� O2´ I2J2�¥:.

L D� DP ′ ⊥ BC, �Iy² I1O2, I2O1, DP
′ n��:. é4DI1I2 ^�

�l�½n�, �Iy²

sin∠P ′DI2
sin∠P ′DI1

· sin∠DI1O2

sin∠O2I1I2
· sin∠O1I2I1
sin∠DI2O1

= 1.

¯¢þ, d O2J2 = O2I2 � S4O2I1J2 = S4O2I1I2 ,

¤±

sin∠DI1O2

sin∠O2I1I2
=

sin∠O2I1J2
sin∠O2I1I2

=

2S4O2I1J2

I1J2·I1O2

2S4O2I1I2

I1I2·I1O2

=
I1I2
I1J2

.

Ón, sin∠O1I2I1
sin∠DI2O1

= I2J1
I1I2

. q sin∠P ′DI2
sin∠P ′DI1

= cos∠CDI2
cos∠BDI1

, ¤±�Iy²

I2J1 · cos∠CDI2
I1J2 · cos∠BDI1

= 1,

= I2J1Ú I1J23 BC þ�ÝK�Ý�Ó.
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� I1, I2, J1, J23 BC þ�ÝK©O� H1, H2, K1, K2, K

H2K1 = DK1 −DH2

=
1

2
(AB + AD −BD)− 1

2
(AD + CD − AC)

=
1

2
(AB + AC −BC),

Ón, H1K2 =
1
2
(AB + AC −BC). ¤± H2K1 = H1K2, ·K�y. �

µ5 �KkXe��d/ª:

Xã, �O1��O2�u A,Bü:, L A�ü^R��

��©O� �O1,�O2 �u: C,D. ��� DO1, CO2 �

u: P , K ∠PAD = ∠BAC.

Öö�g1y²ùü«/ª��d5.

4. �½�ê n, k, n ≥ k ≥ 2. `!¯ü<3�Üz����Ñ´xÚ�

n× n����þ
iZ: ü<Ó6ÀJ��xÚ���òÙ/�çÚ, `k?

1. XJ,�</Ú�, z� k × k���/¥Ñ��k��çÚ���, Ki

Z(å, d<¼�. ¯Xk7�üÑ?

(Y�u øK)

) ò���Ulþ�eIP1, l��mIP�.

e n ≤ 2k − 1, K`ò1 k11 k�����/�çÚ�, z� k × k��

/¥��k��ç�, Ïd`¼�.

e¡b� n ≥ 2k. ·�y²� n´Ûê�, `k¼�üÑ: � n´óê�,

¯k¼�üÑ.

éu��®²keZ���/�çÚ�Û¡: XJkü�Ø��� k × k

��/¤¹��´x�, ¿����Sx�oê�Ûê, ·�¡Ù�/ÐÛ

¡0; XJkü�Ø��� k × k��/¤¹��´x�, ¿����Sx�o

ê�óê, ¡Ù�/�Û¡0.

·�y²�,<¡éÐÛ¡�, ¦k¼�üÑ.

b�`¡éÐÛ¡, ¦k�½ü�Ø��� k × k��/ AÚ B, Ù¥Ñ´

x�. dux�oê�Ûê, �À�Ø3 A,B ¥�,��x�, ò§/�çÚ,

d�x�oê�óê, � A,B¥E,Ñ´x�, ÏdC����Û¡.

Ó�¯¡é�Û¡, XJ¦/Ú�, Ekü�Ø��� k × k ��/¥

Ñ´x�, d�x�oê´Ûê, q£�ÐÛ¡. XJ¦/Ú�, Ø�3ü�
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Ø��� k × k ��/, 5¿�d���k���x�� k × k ��/, �

A1, · · · , Am ´¤k�x�� k × k ��/, K§�üü��, �7�¹u,�

(2k − 1)× (2k − 1)���/ S, Ïd S �¥%�� P ´ A1, · · · , Am�ú��.

ù�`ò P /�çÚ�, ¤k k × k��/¥Ñ¹kç�, u´`¼�.

o�, �,<¡éÐÛ¡�, ¦�±3gC�e�£Ü¼�½´E¡éÐÛ

¡, 
iZ73k�ÚS(å, Ïd¦k¼�üÑ. dþãØy½��, �,<

¡é�Û¡�, ¦�o4é�e�£Ü=�¼�, �o3�é�ÐÛ¡, Ïdé

�k¼�üÑ. 3 n ≥ 2k�, duo��þ� k × k��/pØ��, ��m©

Ñ´x�, Ïd� n´Ûê�, �m©´ÐÛ¡, `k¼�üÑ; � n´óê�,

�m©´�Û¡, ¯k¼�üÑ. �

5. � 9���ê a1, a2, · · · , a9 (�±�Ó),÷v: é?¿ 1 ≤ i < j < k ≤ 9,

Ñ�3� i, j, kØÓ� l, 1 ≤ l ≤ 9, ¦� ai + aj + ak + al = 100©¦÷vþã�

¦�kS 9 �ê| (a1, a2, · · · , a9)��ê.

(ÛÁ$ øK)

) é÷v^����ê| (a1, a2, · · · , a9), ò a1, a2, · · · , a9 l���ü�

� b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ b9. d^��, ©O�3 l ∈ {4, 5, · · · , 9}9 l′ ∈ {1, 2, · · · , 6},

¦�

b1 + b2 + b3 + bl = bl′ + b7 + b8 + b9 = 100. �

5¿�

bl′ ≥ b1, b7 ≥ b2, b8 ≥ b3, b9 ≥ bl, �

(Ü��, �¥�Ø�Òþ��Ò, � b2 = b3 = · · · = b8.

Ïd�� (b1, b2, · · · , b9) = (x, y · · · , y, z), Ù¥ x ≤ y ≤ z.

d^��, ¦ x+ y + z + bl = 100� bl���U´ y, =

x+ 2y + z = 100. �

(1) � x = y = z = 25�, k (b1, b2, · · · , b9) = (25, 25, · · · , 25), d����

| (a1, a2, · · · , a9).

(2) � x, z ¥Tk���u y �, P,��� w, d � � w + 3y = 100.

T^��´¿©�. d� y �±� 1, 2, · · · , 24, 26, 27, · · · , 33ù 32 «ØÓ�,

z� y �éA�| (b1, b2, · · · , b9), ?
éA 9 |ØÓ� (a1, a2, · · · , a9), �k

32× 9 = 288�ê| (a1, a2, · · · , a9).
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(3) � x < y < z�, d^��, �3,� bl ∈ {x, y, z}, ¦� 3y + bl = 100,

��'��, y+ bl = x+z,�7k bl = y,?
 y = 25, x+z = 50. T^��´

¿©�. d�, é x = 1, 2, · · · , 24, z� x�éA�| (b1, b2, · · · , b9), ?
éA

9×8 = 72|ØÓ� (a1, a2, · · · , a9),�k 24×72 = 1728�ê| (a1, a2, · · · , a9).

nÜ (1), (2), (3)�, ÎÜ^��ê|�ê´ 1 + 288 + 1728 = 2017. �

6. Xã, 3b� 4ABC ¥, : D!E ©O3>

AB!AC þ, �ã BE!DC �u: H, : M!N ©O

��ã BD!CE �¥:. y²: : H �4AMN �R%

�¿�^�´ B!C!E!Do:��� BE ⊥ CD.

(�Lz øK)

y² ò�MH � AC u: P , ò� NH � ABu: Q.

ky²¿©5: du B!C!E!D o:��, �

∠BDH = ∠CEH. qBE ⊥ CD,l
4DHB!4EHC

þ���n�/, 5¿�:M!N ©O��> BD!CE

�¥:, � ∠MDH = ∠MHD, ∠MHB = ∠MBH. l


∠EHP + ∠HEC = ∠MHB + ∠HDB

= ∠MBH + ∠HDB = 90◦,

=MH ⊥ AC. Ón NH ⊥ AB, l
: H �4AMN �R%.

2y²7�5: e: H �4AMN �R%, KMP ⊥ AN , NQ ⊥ AM , l



DQ

QB
=
DH · sin∠DHQ
BH · ∠BHQ

=
DH · sin∠CHN
BH · sin∠EHN

=
DH · EH
BH · CH

.

Ón EP
PC

= DH·EH
BH·CH , � EP

PC
= DQ

QB
. |^'~5�9 DM = MB, EN = NC

��:
EC

PC
=
DB

QB
⇒ NC

PC
=
MB

QB
⇒ NC

PN
=
MB

QM
⇒ EN

PN
=
DM

QM
.

qÏ�: H � 4AMN �R%, � ∠DMH = ∠ENH, l
k QM
MH

=

PN
NH

, Ïd DM
MH

= EN
NH

, l
 4DMH v 4ENH, � ∠MDH = ∠NEH, Ïd

B!C!E!Do:��.

� BCED�	%�O, ´�OM ⊥ AB, l
OM �NH, ÓnON �MH,

�o>/MHNO�²1o>/, ÏdMH = ON . L: B �MH ²1��

DC u X, 5¿�M � AB ¥:, � BX = 2MH = 2ON , dÙ��	%5�
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�� X �4BCE �R%, l
 CX ⊥ BD, = AC ⊥ BD. �

7. ���ê n = 2α · q, Ù¥ α��K�ê, q�Ûê. y²: é?¿��ê

m, �§ x21 + x22 + · · ·+ x2n = m��ê) (x1, x2, · · · , xn)��êU� 2α+1�Ø.

(�2É øK)

y{� ��§ x21 + x22 + · · · + x2n = m�)��ê� N(m). � (x1, x2,

· · · , xn)´�§ x21 + x22 + · · · + x2n = m����K�ê). Ø��Ù¥k k�

�"�, 5¿� (x1, x2, · · · , xn)�z�©þk�Kü«�¹, KTÐéA��§

� 2k ��ê). � Sk ´T�§�Tk k (k = 1, 2, · · · , n)��"���K�ê

)��ê. K

N(m) =
n∑
k=1

2k · Sk.

Ï� k��"���K�ê)k
(
n
k

)
« ��À, �

(
n
k

)
| Sk.

��y² 2α+1 | N(m), �Iy²: 2α−k+1 |
(
n
k

)
.

5¿�
(
n
k

)
= n(n−1)···(n−k+1)

k!
, ©f¥ 2 �Ïf�ê��� α, 
©1¥� 2

�Ïf�ê�
[log2 k]∑
i=1

[
k

2i
] <

∞∑
i=1

k

2i
= k,

�©1� 2 �Ïf�õk k − 1�, ¤± 2α−k+1 |
(
n
k

)
. = 2α−k+1 | N(m). �

µ5 ù�¯K¥�y² 2α−k+1 |
(
n
k

)
, ¢S��±^ Kummer ½n?n.

Kummer ½n´�: � n, i´��ê� i ≤ n, p´�ê, K pt ‖
(
n
k

)
��=�3 p

?�¥, (n− i) + iu)
�õ t (t ≥ 0)g? .

y{� P f(n,m)�T�§�ê)��ê. Äky²Xe'u f(n,m)�

4í'X:

ÚÚÚnnn f(2n,m) = 2f(n,m) +
m−1∑
k=1

f(n, k)f(n,m− k).

Úny² � (x1, x2, · · · , x2n)´�§ x21 + x22 + · · ·+ x22n = m���). �

x21 + x22 + · · ·+ x2n = k.

e k = 0, K (x1, x2, · · · , xn) = (0, 0, · · · , 0), � x2n+1+x2n+2+ · · ·+x22n = m,

ù�� (xn+1, xn+2, · · · , x2n)k f(n,m)|. �� k = 0�, ��§k f(n,m)|

).

Ón��, � k = m�, ��§�k f(n,m)|).

� 1 ≤ k ≤ m − 1� k���ê�, �§ x21 + x22 + · · · + x2n = kk f(n, k)
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�), �§ x2n+1 + x2n+2 + · · ·+ x22n = m− kk f(n,m− k)�). dd���§

x21 + x22 + · · ·+ x22n = mk f(n, k)f(n,m− k)|).

nþ��,

f(2n,m) = 2f(n,m) +
m−1∑
k=1

f(n, k)f(n,m− k).

£££������KKK. e¡y²� n = 2α · q�, k 2α+1 | f(n,m). �

é α?18B.

� α = 0�, dué��§�?¿�|) (x1, x2, · · · , xn), (−x1,−x2, · · · ,

−xn)�´T�§��|). du m´��ê, Ïd, x1, x2, · · · , xn Ø��".

� (x1, x2, · · · , xn)Ú (−x1,−x2, · · · ,−xn)´ØÓ�ü�). u´��§�)�

±üü�é. �

2 = 20+1 | f(n,m).

b��é α¤á, e¡�Ä α + 1��/. 5¿�

f(n,m) = 2f(
n

2
,m) +

m−1∑
k=1

f(
n

2
, k)f(

n

2
,m− k).

5¿�d� n = 2α+1 · q, � n
2
= 2α · q. Ïdd8Bb�, � 2α+1 ©O�

Ø f(n
2
,m), f(n

2
, k), f(n

2
,m− k), �

2α+2 | 2f(n
2
,m), 22(α+1) |

m−1∑
k=1

f(
n

2
, k)f(

n

2
,m− k).

du 2(α + 1) ≥ α + 2, Ïd 2α+2 | f(n,m).

nþ��, �ª¤á. ¤±�¯K�y. �

8. ��ê n ≥ 2, y²: é?¿�¢ê a1, a2, · · · , an, Ñk
n∑
i=1

max {a1, a2, · · · , ai} ·min {ai, ai+1, · · · , an} ≤
n

2
√
n− 1

·
n∑
i=1

a2i .

(Üà� øK)

y² é n^1�êÆ8B{.

� n = 2�, �ª = a1 ·min {a1, a2}+max {a1, a2} · a2.

e a1 ≥ a2, K�ª�du 2a1a2 ≤ a21 + a22, ·K¤á;

e a1 ≤ a2, K�ª�du a21 + a22 ≤ a21 + a22, ·K¤á.

b�·Ké¤k�u�u 2 ��u n���ê¤á, 5w n���/.

é 2 ≤ i ≤ n, P ci =
i

2
√
i−1 , 2- c1 = 1, N´�y c1 = c2 < c3 < · · · < cn.
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PM = max {a1, a2, · · · , an}, ¿� ak =M .

� k = 1�, �ª =M
n∑
i=1

min {ai, ai+1, · · · , an}. Ï�

min {a1, a2, · · · , an} = min {a2, · · · , an} ≤
1

n− 1

n∑
i=2

ai,

�� 2 ≤ i ≤ n�, min {ai, ai+1, · · · , an} ≤ ai, ¤±
n∑
i=1

min {ai, ai+1, · · · , an} ≤
1

n− 1

n∑
i=2

ai +
n∑
i=2

ai =
n

n− 1

n∑
i=2

ai.

dþ�Ø�ª,

�ª ≤ n

n− 1
M

n∑
i=2

ai ≤
n

2
√
n− 1

[M2 +
1

n− 1
(
n∑
i=2

ai)
2]

≤ n

2
√
n− 1

(M2 +
n∑
i=2

a2i ) =
n

2
√
n− 1

n∑
i=1

a2i .

� k = n�, min {ai, ai+1, · · · , an} = min {ai, ai+1, · · · , an−1}, ¤±

�ª =
n−1∑
i=1

max {a1, a2, · · · , ai} ·min {ai, ai+1, · · · , an−1}+M2.

d8Bb�,
n−1∑
i=1

max {a1, a2, · · · , ai} ·min {ai, ai+1, · · · , an−1} ≤ cn−1

n−1∑
i=1

a2i ,

¤±

�ª ≤ cn−1

n−1∑
i=1

a2i +M2 <
n

2
√
n− 1

(
n−1∑
i=1

a2i +M2) =
n

2
√
n− 1

n∑
i=1

a2i .

� 2 ≤ k ≤ n− 1�, (Ü k = 1Ú k = n��y²�,

�ª =
k−1∑
i=1

max {a1, a2, · · · , ai} ·min {ai, ai+1, · · · , an}+M
n∑
i=k

min {ai, ai+1, · · · , an}

≤
k−1∑
i=1

max {a1, a2, · · · , ai} ·min {ai, ai+1, · · · , ak−1}+
n− k + 1

n− k
M

n∑
i=k+1

ai

≤ ck−1
k−1∑
i=1

a2i +
n− k + 1

2
√
n− k

(M2 +
n∑

i=k+1

a2i )

= ck−1

k−1∑
i=1

a2i + cn−k+1

n∑
i=k

a2i <
n

2
√
n− 1

n∑
i=1

a2i .

nþ, ·K�y. �

µ5 � a1 =
√
n− 1, a2 = · · · = an = 1��, ~ê n

2
√
n−1 ´�Z�.
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