
êÆ#(� >)�Ð«
www.nsmath.cn/jdzs

1o��Ï¯K�))��:µ

Üà�

1�K ¦¤k��ê n ≥ 2, ¦��±ò {1, 2, · · · , n}�¤k��?Ò�

σ1, σ2, · · · , σn!, ÷vé?¿ j(1 ≤ j ≤ n!), þk

σj(k) 6= σj+1(k), ∀ k ∈ {1, 2, · · · , n},

Ù¥ σn!+1 = σ1.

(þ°�Æ ekt øK)

) (�â�u�Æ��AÓÆ�)��n):

´� n = 2÷v�¦, n = 3Ø÷v�¦. e¡y² n ≥ 4þ÷v�¦.

¡ (p1, p2, · · · , pn)� (q1, q2, · · · , qn)´ 1, 2, · · · , n� “� ��”, XJé?¿

1 ≤ k ≤ nÑk pk 6= qk.

�{üã G, G�º:´ 1, 2, · · · , n�¤k��, 3� ���më>. �K

=y G¥kM�î�.

5¿� G¥k (n− 1)!� n−ì:

G(ϕ) = {(x, x+ ϕ(1), · · · , x+ ϕ(n− 1)) | x = 1, 2, · · · , n},

ùp ϕ�H 1, 2, · · · , n− 1�¤k��.

Ù� 1, 2, · · · , n− 1�z���Tk

(n− 1)!

(
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n−1

(n− 1)!

)
<

(n− 1)!

2

�� ��. d Dirac½n, �ò 1, 2, · · · , n − 1�¤k��ü¤�� ϕ1, ϕ2, · · · ,

ϕ(n−1)!, ¦�?¿��ü�Ø´� ��.

é 1 ≤ i ≤ (n− 1)!, Ï� ϕi� ϕi+1Ø´� �� (ϕ(n−1)!+1 = ϕ1), ¤±�3

1 ≤ k ≤ n− 1¦ ϕi(k) = ϕi+1(k). ù�, é?¿ 1 ≤ x ≤ n, �3 1 ≤ y ≤ n, ¦�

x− y 6≡ 0, ϕi(1)− ϕi+1(1), · · · , ϕi(n− 1)− ϕi+1(n− 1) (mod n),

d� (x, x+ ϕi(1), · · · , x+ ϕi(n− 1))� (y, y + ϕi+1(1), · · · , y + ϕi+1(n− 1))ë>.
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l
 G(ϕi)� G(ϕi+1)�mk n^>�¤��.

y3, ��gÀ�> e1, e2, · · · , e(n−1)!, ¦�§�üüÃú�º:� ei ë(

G(ϕi)� G(ϕi+1). Ï� G(ϕ1), G(ϕ2), · · · , G(ϕ(n−1)!)Ñ´ n−ì, ¤±ddBU�

� G���M�î�.

nþ, ¤¦�¤k�u 1�Ø�u 3��ê. �

µ5 #(�)1ÔÏ1oKÚ1 323Á-E1oK�´k'�Nü��(

��¯K.

1�K �4ABC�S%� I,S���I�BC,CA,AB©O�u:D,E, F .

� L´ 4DEF �R%, H ´ 4ABC �R%, AH � BC �u: U , M � AU �

¥:, ML� AI �u: X. y²: I,X,H, U o:��.

(uH��N¥Æ) �f� E��ÆÆ) ÜLÍ øK)

y² (�â�u�Æî��ÓÆ�)��n):

K

IA

X

M

U

H

L
E

D

F

I

B

A

C

�Iy² AI · AX = AH · AU .

ò� AI,MD�u: IA, Ù� IA´4ABC � AS��%.

´�

AH · AU = AB · AC · cosA = AI · AIA · cosA,

u´�Iy²

AX = AIA · cosA.
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¯¢þ, Ï� LD �XIA, ID � AM , ¤±

XIA = LD · MIA
MD

= LD · AIA
AI

.

�K ´ EF �¥:, K

LD = 2IK = 2AI sin2 A

2
,

u´
XIA
AIA

=
LD

AI
= 2 sin2 A

2
.

�
AX

AIA
= 1− XIA

AIA
= 1− 2 sin2 A

2
= cosA.

nþ, ·K�y. �

µ5 (1). øKö�Ñ, e� BH � AC �u: V , CH � AB �u:W , K

X ´4AVW � AS��%.

(2). À��âÆ�Á[�, ���¥p�p, �e¥ÆÇ[H, �g¥Æ
>

Õ�ÓÆ��Ñ
�K��()�.

1nK � a1, a2, · · · , a2021´�K¢ê, ÷v a1 + a2 + · · ·+ a2021 = 1. ¦
2021∑
i=1

min{ai, ai+1} ·min{ai+1, ai+2}

����, Ù¥ a2022 = a1, a2023 = a2.

(§²�=IS¢�Æ�Æ) �º÷ øK)

) (�â�®�Æ�WdÓÆ�)��n):

ò 2021������ê n ≥ 3, ¿P

S =
n∑

i=1

min{ai, ai+1} ·min{ai+1, ai+2},

·�y²

Smax =


1
8
, n ≥ 8;

1
n
, 3 ≤ n ≤ 7.

��¡, � 3 ≤ n ≤ 7�, � a1 = a2 = · · · = an = 1
n
, K S = 1

n
.

� n ≥ 8�, � a1 = α, a2 = a3 = a4 =
1
4
, a5 = β, a6 = · · · = an = 0, Ù¥ α, β

´Ú� 1
4
��K¢ê, K

S =
α

4
+

1

16
+
β

4
=

1

8
.
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,��¡, P bi = min{ai, ai+1}, e¡y²

n∑
i=1

bibi+1 ≤


1
8
(a1 + a2 + · · ·+ an)

2, n ≥ 8;

1
n
(a1 + a2 + · · ·+ an)

2, 3 ≤ n ≤ 7.

ky²é?¿ n ≥ 3,
n−2∑
i=1

bibi+1 ≤
1

8
(a1 + a2 + · · ·+ an)

2. (∗)

� n = 5�, dé¡5, Ø�� b2 ≤ b3. K

b1b2 + b2b3 + b3b4 ≤ (b1 + b2 + b4)b3

≤ 1

8
(b1 + b2 + b4 + 2b3)

2

≤ 1

8
(a1 + a2 + a5 + a3 + a4)

2.

� n = 4�, é a1, a2, a3, a4, 0A^ 5�ê��/=�.

� n = 3�, é a1, a2, a3, 0, 0A^ 5�ê��/=�.

e¡é n8B. b� n ≥ 6� 3 ∼ n− 1�(Ø¤á, 5w n���/.

P

f(a1, a2, · · · , an) =
1

8
(a1 + a2 + · · ·+ an)

2 −
n−2∑
i=1

bibi+1.

� d = min{a1, a2, · · · , an}, ·�F"ò�� aiN�� 0, =y

f(a1, a2, · · · , an) ≥ f(a1 − d, a2 − d, · · · , an − d).

P a′i = ai − d, b′i = bi − d, K a′i ≥ 0, b′i = min{a′i, a′i+1}, �

f(a1, a2, · · · , an) =
1

8
(a′1 + a′2 + · · ·+ a′n + nd)2 −

n−2∑
i=1

(b′i + d)(b′i+1 + d)

=
1

8
(a′1 + a′2 + · · ·+ a′n)

2 +
n

4
(a′1 + a′2 + · · ·+ a′n)d+

n2

8
d2

−
n−2∑
i=1

b′ib
′
i+1 −

(
b′1 + 2

n−2∑
i=2

b′i + b′n−1

)
d− (n− 2)d2,

f(a1 − d, a2 − d, · · · , an − d) =
1

8
(a′1 + a′2 + · · ·+ a′n)

2 −
n−2∑
i=1

b′ib
′
i+1.

u´�Iy²

n

4
(a′1 + a′2 + · · ·+ a′n)d+

(
n2

8
− n+ 2

)
d2 ≥

(
b′1 + 2

n−2∑
i=2

b′i + b′n−1

)
d.

Ï� n2

8
− n+ 2 ≥ 0, d ≥ 0, ¤±�Iy²

n

4
(a′1 + a′2 + · · ·+ a′n) ≥ b′1 + 2

n−2∑
i=2

b′i + b′n−1.
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� n = 6�,

b′1 + 2b′2 + 2b′3 + 2b′4 + b′5 ≤ a′1 + 2 · 3a
′
2 + a′3
4

+ 2 · a
′
3 + a′4
2

+ 2 · a
′
4 + 3a′5
4

+ a′6

≤ 3

2
(a′1 + a′2 + a′3 + a′4 + a′5 + a′6).

� n = 7�,

b′1 + 2b′2 + 2b′3 + 2b′4 + 2b′5 + b′6

≤ a′1 + 2 · 7a
′
2 + a′3
8

+ 2 · 9a
′
3 + 7a′4
16

+ 2 · 7a
′
4 + 9a′5
16

+ 2 · a
′
5 + 7a′6
8

+ a′7

≤ 7

4
(a′1 + a′2 + a′3 + a′4 + a′5 + a′6 + a′7).

� n ≥ 8�,

b′1 + 2
n−2∑
i=2

b′i + b′n−1 ≤ a′1 + 2
n−2∑
i=2

a′i + a′n−1 ≤
n

4
(a′1 + a′2 + · · ·+ a′n).

l
·��±� ai¥k��� 0.

(1) � a1 = 0 (½ an = 0) �, é a2, a3, · · · , an^8Bb��,

f(a1, a2, · · · , an) =
1

8
(a2 + · · ·+ an)

2 −
n−2∑
i=2

bibi+1 ≥ 0.

(2) � a2 = 0 (½ an−1 = 0) �, é a3, a4, · · · , an^8Bb��,

f(a1, a2, · · · , an) ≥
1

8
(a3 + · · ·+ an)

2 −
n−2∑
i=3

bibi+1 ≥ 0.

(3) � a3 = 0 (½ an−2 = 0) �, é a4, · · · , an^8Bb��,

f(a1, a2, · · · , an) ≥
1

8
(a4 + · · ·+ an)

2 −
n−2∑
i=4

bibi+1 ≥ 0.

(4) � ai = 0(4 ≤ i ≤ n− 3)�, ©Oé a1, a2, · · · , ai−1� ai+1, ai+2, · · · , an^

8Bb��,

f(a1, a2, · · · , an)

=
1

8
(a1 + · · ·+ ai−1 + ai+1 + · · ·+ an)

2 −
i−3∑
j=1

bjbj+1 −
n−2∑

j=i+1

bjbj+1

≥ 1

8
(a1 + · · ·+ ai−1)

2 +
1

8
(ai+1 + · · ·+ an)

2 −
i−3∑
j=1

bjbj+1 −
n−2∑

j=i+1

bjbj+1

≥ 0.

(∗)8B�y.

£��K.

(1) � n ≥ 8�, P

f(a1, a2, · · · , an) =
1

8
(a1 + a2 + · · ·+ an)

2 −
n∑

i=1

bibi+1.
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� d = max{a1, a2, · · · , an}, ·�EF"ò�� aiN� 0.

P a′i = ai − d, b′i = bi − d, K

f(a1, a2, · · · , an) ≥ f(a1 − d, a2 − d, · · · , an − d)

⇐⇒n

4
(a′1 + a′2 + · · ·+ a′n)d+

(
n2

8
− n

)
d2 ≥ 2

n∑
i=1

b′id

⇐=n
4
(a′1 + a′2 + · · ·+ a′n) ≥ 2

n∑
i=1

b′i.

Ï�

2
n∑

i=1

b′i ≤ 2(a′1 + a′2 + · · ·+ a′n) ≤
n

4
(a′1 + a′2 + · · ·+ a′n),

¤±¤á.

l
·��±� ai¥k��� 0. dé¡5,Ø�� an = 0. é a1, a2, · · · , an−1
^ (∗)�,

f(a1, a2, · · · , an) =
1

8
(a1 + a2 + · · ·+ an−1)

2 −
n−3∑
i=1

bibi+1 ≥ 0.

(2) � 3 ≤ n ≤ 7�, Ø�� an ��. é a1, · · · , an−1, an, an, · · · , an︸ ︷︷ ︸
8−n�

¦^ 8�

ê��/, �
n−2∑
i=1

bibi+1 + (9− n)a2n + anb1 ≤
1

8
(a1 + · · ·+ an + (8− n)an)2.

Ï� bn−1 = bn = an, ¤±
n∑

i=1

bibi+1 ≤
1

8
(a1 + · · ·+ an + (8− n)an)2 − (8− n)a2n

≤ 1

n
(a1 + a2 + · · ·+ an)

2,

Ù¥���Úd�ÜØ�ª�y.

nþ, � n = 2021�, ¤¦���� 1
8
. �

µ5 øKöé�KkXeµ5:

ù´��k�½(J�Ø�ª. k´�é��� n���k���V�ßÿ,

ÏL�K���?18B, ò 2021C� 8, ?
é n = 8?1?Ø, ?Ø¥kéõ

[!I�5¿.

1oK �ê� {an}÷v: a1, a2´�u 3��ê, an+1 = an+3
⌈
an−1

2n

⌉
, n ≥ 2.

y²: �3Ã¡õ���êm, ¦� a1, a2, · · · , amÑØ�Ø am+1.

(uÀ���N¥Æ) ��A øK)
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y² (�âøKö�)��n):

ky²n�Ún.

ÚÚÚnnn 1 �3�¢ê T , ¦�é?¿ nþk an ≤ T · n 3
2 .

y² w, a1, a2, · · · ´��ê� a2 ≤ a3 ≤ · · · . 5¿�é n ≥ 3,

an+1 = an + 3
⌈an−1

2n

⌉
≤ an +

3

2n
an + 3,

=

an+1 + 6(n+ 1) ≤
(
1 +

3

2n

)
(an + 6n).

(ÜËã|Ø�ª�,

an+1 + 6(n+ 1) ≤
(
n+ 1

n

) 3
2

(an + 6n),

¤±é n ≥ 3,

an + 6n ≤ n
3
2 · a3 + 18

3
3
2

.

�� T = max
{

a3+18

3
3
2
, a2

2
3
2
, a1

}
=�. Ún 1y..

ÚÚÚnnn 2 é�½���ê t, � n¿©�� an ≥ 1.1t(n+ 1).

y² é t8B.

� t = 1�,Ï�é n ≥ 2k an+1−an ≥ 3,¤±� n¿©�� an ≥ 1.1(n+1),

(Ø¤á.

b� t ≥ 2� t− 1�(Ø¤á, � n¿©��,

an+1 − an = 3
⌈an−1

2n

⌉
≥ 3

⌈
1.1t−1n

2n

⌉
≥ 1.5 · 1.1t−1.

�� n¿©��, an ≥ 1.1t(n+ 1), (Ø¤á.

Ún 28By..

ÚÚÚnnn 3 é�½���ê d, � n¿©��

(an+d+1 − an+d)− (an+1 − an) ∈ {−3, 0, 3}.

y² Ï�

(an+d+1 − an+d)− (an+1 − an) = 3

(⌈
an+d−1

2(n+ d)

⌉
−
⌈an−1

2n

⌉)
,

¤±�Iy²� n¿©�� ∣∣∣∣ an+d−1

2(n+ d)
− an−1

2n

∣∣∣∣ ≤ 1.

¯¢þ,∣∣∣∣ an+d−1

2(n+ d)
− an−1

2n

∣∣∣∣
7 êÆ#(�



≤
∣∣∣∣ an+d−1

2(n+ d)
− an−1

2(n+ d)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣an−12n
− an−1

2(n+ d)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 3

2(n+ d)

(⌈
an+d−3

2(n+ d− 2)

⌉
+ · · ·+

⌈
an−2

2(n− 1)

⌉)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ d

2n(n+ d)
an−1

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 3

2(n+ d)
· d
⌈
an+d−3

2(n− 1)

⌉∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ d

2n(n+ d)
an−1

∣∣∣∣
≤ 1,

Ù¥���Ú^�Ún 1, � n¿©��¤á.

Ún 3y..

£��K. �Iy²é?¿�êm0 ≥ 100, �3�êm ≥ m0, ¦� a1, · · · , am
ÑØ�Ø am+1.

P l = a1a2 · · · am0 .

dÚn 3, �3��êM , ¦�é?¿ 1 ≤ d ≤ l, � n ≥M �,

(an+d+1 − an+d)− (an+1 − an) ∈ {−3, 0, 3}.

Ø��M ≥ m0, ���ê l′, ¦� l | l′� l′ ≥ aM+1 − aM .

dÚn 2, � n → ∞�,
⌈
an−1

2n

⌉
→ +∞, = an+1 − an → +∞. u´�� u´

�����ê, ¦� au+1 − au ≤ 3l′, d aM+1 − aM ≤ l′� u ≥M .

é 1 ≤ d ≤ l, d u�½Â� au+d+1 − au+d > 3l′; dÚn 3, au+d+1 − au+d ≤

3l′ + 3. q 3 | au+d+1 − au+d, ¤± au+d+1 − au+d = 3l′ + 3.

Ï� 3l | 3l′, ¤± au+1, au+2, · · · , au+l+1 ´� 3l¿Âeú�� 3���ê�.

l
 au+1, au+2, · · · , au+l+1¥�3��� 3l{ 1½ 2½ 3.

� u+1 ≤ v ≤ u+ l+1¦ av ≡ 1½ 2½ 3 (mod 3l), K v > u ≥M ≥ m0. d

a1, a2, · · · , am0 ≥ 4� l = a1a2 · · · am0 � a1, a2, · · · , am0 ÑØ�Ø av. �m���

���ê, ¦� am+1 | av, d�m0 ≤ m ≤ v − 1. d a1, a2, · · · , amØ�Ø av =�

a1, a2, · · · , amØ�Ø am+1.

�÷v�¦�mkÃ¡õ�, ·K�y. �
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