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I. ÁÁÁ KKK

1. 34ABC ¥,: P Ú Q©O3> ABÚ AC þ,¦�4APQ�	��

� BC ��u: D.> BC þ�: E ÷v BD = EC.�� DP 2g�4CDQ

�	��u X,�� DQ2g�4BDP �	��u: Y . y²: D!E!X!Y

o:��.
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2. �½�ê n > 1Ú a1, a2, · · · , an,�é 1 ≤ i ≤ nÑk ai÷v n | ai − i.

y²:�3Ã¡S� b1, b2, · · · ÷v:

(1) bk ∈ { a1, a2, · · · , an}é?¿��ê k¤á;

(2)
∞P
k=1

bk
nk
´���ê.

3. 3 100× 100���¥,z��fÑ�æ¤
 101«ôÚ¥��«.e�

��f÷v,3§¤3�1Ú�� 199��f¥,z«ôÚÑ��Ñy
�g,

@o·�¡ù��f´õ�z�.¦õ�z��fê8����U�.

4. ò��ê8y©¤ n�üüØ��Ã¡��ê� S1, S2, · · · , Sn,§�

�ú�©O� d1, d2, · · · , dn.

y²: T�3����ê i (1 ≤ i ≤ n)¦� 1
di

nQ
j=1

dj ∈ Si.

5. �½��ê nÚ k.XJü�Ã¡ê� {si}i≥1Ú {ti}i≥1÷v:é?¿�

�ê iÚ j k si = sj ¤á��=� ti = tj ¤á,@o·�¡ùü�ê�´�d

�.eÃ¡ê� {ri}i≥1÷v r1, r2, · · · Ú rk+1, rk+2, · · · �d,@o·�¡Ùä

k�d±Ï k. b�kM �äk�d±Ï k�Ã¡ê�,z�ê���Ñ´8

Ü {1, 2, · · · , n}¥���,�§�üüÑØ´�d�,¦M ����U�.

6. 34ABC ¥,: D!E!F ©O3> BC!CA!ABþ,�÷vo>/

AFDE!BDEF!CEFDÑkS��. y²:4ABC �S���»´4DEF

S���»�ü�.

///. )))������µµµ555

1. 34ABC ¥,: P Ú Q©O3> ABÚ AC þ,¦�4APQ�	��

� BC ��u: D.> BC þ�: E ÷v BD = EC.�� DP 2g�4CDQ

�	��u X,�� DQ2g�4BDP �	��u: Y . y²: D!E!X!Y

o:��.

y² � BY, CX �u Z.K

∠DXC = ∠AQD = ∠BPD ⇒ AB � CZ.

Ón, AC �BZ.� ABZC �²1o>/.

q

∠BDY = ∠QDC = ∠DAC, ∠DBY = ∠ACD ⇒ 4DBY v 4ACD.

www.nsmath.cn 2



�

DB

AC
=
BY

CD
⇒ DB ·DC = BY · AC

⇒ BE ·BD = BY ·BZ

⇒ Y, Z, D, E ��.

Ón, E, D, X, Z ��.� E, D, X, Y ��. �

µ5 ù´��JÝØ��AÛK,�£:�~Ä�.

2. �½�ê n > 1Ú a1, a2, · · · , an,�é 1 ≤ i ≤ nÑk ai÷v n | ai − i.

y²:�3Ã¡S� b1, b2, · · · ÷v:

(1) bk ∈ { a1, a2, · · · , an}é?¿��ê k¤á;

(2)
∞P
k=1

bk
nk
´���ê.

y² (444���óóó) ·�y²:éu?¿�½�m ∈ Z+, m ≥ 2,Ñ�½�3S

� b1, b2, · · · ∈ {a1, · · · , an},÷v
∞X
k=1

bk
nk

 <
1

nm−1
, (∗)

Ù¥, ‖x‖ = min {x− bxc , dxe − x}� x����C��ê�ål.

·�3 n?�ew¯K:

dK¿, a1, · · · , an ©O´" � 1, 2, · · · , n − 1, 0 � n ��ê (r

−1, −2, · · · �" n)� n− 1, n− 2, · · · ),�Ù¥� ê��ö� ê� d,

k� b1 = b2 = · · · = an,ÅÚN�:

3 êÆ#(�



d bm+d = an,�d�
m+dP
k=1

bk
nk
�ê:�1 (m + d) � 0,q�

m+dP
k=1

bk
nk
�ê

:�1 (m + d − 1) � km+d−1,ò bm+d−1 N�� an−km+d−1
,2�d�

m+dP
k=1

bk
nk

�ê:�1 (m+ d− 2) � km+d−2,ò bm+d−2N�� an−km+d−2
.

�daí,���E� b1, b2, · · · , bm+d,d�E�ª�
m+dP
k=1

bk
nk
��ê:�

1 (m+ d), (m+ d− 1), · · · , 1 þ� 0.

q

�
m+dP
k=1

bk
nk

�
· nm+d ∈ Z, �

m+dP
k=1

bk
nk
�� 0 �ê ��U3�ê:�c

(m+ d) ,���:
m+dP
k=1

bk
nk
∈ Z.

qÏ�������
∞X

k=m+d+1

bk
nk

������ <
∞X

k=m+d+1

nd+1

nk
=

∞X
k=m

1

nk
=

1

nm−1(n− 1)
≤ 1

nm−1
,

¤± 
∞X
k=1

bk
nk

 =


∞X

k=m+d+1

1

nk

 <
1

nm−1
.

=� (∗)¤á.

�ém ≥ 2,cã�E���S�� Bm.

dÄT�n,7kÃ¡õ� Bm �Ä�� ai1 (i1 ∈ {1, 2, · · · , n}),3Ä�

� ai1 �¤k Bm¥,kÃ¡õ�S��1���ai2 (i2 ∈ {1, 2, · · · , n}).

�daí,�� ai3 , ai4 , · · · ,÷vé?¿���ê k,kÃ¡õ� Bm �c

k �� ai1 , ai2 , · · · , aik ,q5¿�,e Bm � B′m �c k ��Ó,@o§��)

�
∞P
k=1

bk
nk
���ýé�

|∆| <
∞X

i=k+1

2nd+1

ni
=

2

nk−d−1(n− 1)
≤ 2

nk−d−1
.

� B′m�)�Ã¡?ê
∞P
k=1

bk
nk
��Ù�C��ê�ål�u 2

nk−d−1 + 1
nm−1 .

y� {bn} : bt = ait (t ∈ Z+),=�é?¿�½� k ∈ Z+,�3Ã¡õ�

m ∈ Z+÷v: 
∞X
i=1

bi
ni

 <
2

nk−d−1
+

1

nm−1
.

- k → +∞,(Üm�Ã�5,=�
 ∞P
i=1

bi
ni

 = 0,=
∞P
i=1

bi
ni
∈ Z+,y.. �

µ5 c�Ü©Øy|^ n?�l� c�N�`²

∞P
k=1

bk
nk
�±?¿�

C���ê;��Ü©KÏL“éú��”5�E {bn},¦
∞P
k=1

bk
nk
�u (Ã��C

u)�ê.I�5¿“?¿�”Ú“Ã¡�”�m�«O.
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3. 3 100× 100���¥,z��fÑ�æ¤
 101«ôÚ¥��«.e�

��f÷v,3§¤3�1Ú�� 199��f¥,z«ôÚÑ��Ñy
�g,

@o·�¡ù��f´õ�z�.¦õ�z��fê8����U�.

) (ùùù111èèè) �õk 9996�õ�z��f.

��¡,3eã¤«�/Ú�ª¥,�ko��þ��fØ´õ�z�,�

k 9996�õ�z��f (Ù¥ 1, 2, · · · , 101L« 101«ØÓ�ôÚ).

,��¡,ey�õk 9996�õ�z��f.

�
�B,e���fØ´õ�z�,·�¡§�ü��,�Iy��k 4

�ü���f.

^�y{,b�ü���f�õ 3�,Kéuz«ôÚ,ù«ôÚ��fØ

�u 99�.ÄK,�3ü1ü�vkù«ôÚ��f,§��Ñ� 4���Ñ´

ü��,��yb�gñ.

q 1002 = 99× 101 + 1,�Tk�«ôÚ¦�ù«ôÚ��fT 100� (·

�¡ù«ôÚ��Ú),éÙ{� 100«ôÚ¥�z«ôÚ,Tk 99��f�ù

«ôÚ (·�¡,	 100«ôÚ��Ú ).

5¿�,eéu�«�Ú (Ø��� 1Ú ),,1 r"� 1Ú���,Ó�d

1Ú��Ú�,�3�� c"� 1Ú���,�1 r1�1 c������ôÚ

´ü��,Kdü���f�õ 3��,��k 971�¹
�Ü 100«�Ú�

��,ÏØ�¹�Ú���,Ón,k 97�Ø¹�Ú���.
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���k 972 = 9409 > 3���´ü��,gñ!

�ü���fØ�u 4�,=õ�z��f�õ 9996�.

nþ¤ã,�Y��õ 9996�. �

µ5 ù´��¤����L/Ú¯K.� n = 1, 2, 3, 4�,�YÑ´ n2−n,

Ïd���éN´�ß¤ 9900,� n ≥ 5�,�Y%´ n2 − 4.���(/ß

Ñ�Y,ÒU�^|��EÑ����~f,�e�y²Ü©�´g,�.

4. ò��ê8y©¤ n�üüØ��Ã¡��ê� S1, S2, · · · , Sn,§�

�ú�©O� d1, d2, · · · , dn.

y²: T�3����ê i (1 ≤ i ≤ n)¦� 1
di

nQ
j=1

dj ∈ Si.

y² 1 (ÜÜÜ´́́ÊÊÊ) Äk,·�5y²,

é?¿ 1 ≤ i ≤ n, ok di |
1

di
·
nY
j=1

dj. (∗)

5¿�,é as ∈ Si, bt ∈ Sj (1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j),K

(di, dj) - |as − bt| .

ÄK,Ø�� as > bt,d Bezout½n,�3 x, y ∈ Z+,¦ y · dj −x · di = |as − bt|,

@o

bt + y · dj = bt + x · di + |as − bt| = as + x · di.

du�ª�>áu Sj,�ªm>áu Si,� Si ∩ Sj = ∅,gñ.

� di = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr ( p1, p2, · · · , pr �pÉ�ê, α1, α2, · · · , αr ∈ N∗).

� a´ê� Si¥,�,é?¿� 1 ≤ u ≤ r,·�k

a < a+
di
pu

< a+ di ⇒ a+
di
pu
∈ Sj (j 6= i),

u´

(di, dj) -
di
pu
⇒ pαuu | (di, dj).

=é?¿� u, 1 ≤ u ≤ r,þ�3 j 6= i¦ pαuu | dj,� di | 1
di
·
nQ
j=1

dj.� (∗)�y.

2y²:

�3��� 1 ≤ i ≤ n, ¦ Si = {kdi|k ∈ N∗} . (∗∗)

d^���3��� i (1 ≤ i ≤ n) ¦
nQ
j=1

dj ∈ Si, qÏ� di |
nQ
j=1

dj, k

Si ⊆ {kdi|k ∈ N∗}.

b� Si �Ä�Ø� di,Ø��ÙÄ�� kdi (k ∈ N∗, k > 1 ),K�3 j 6= i
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¦ (k − 1)di ∈ Sj,íÑ

(di, dj) - |kdi − (k − 1)di| = di,

gñ.

�b�Ø¤á,7k Si = {kdi|k ∈ N∗}.

� (∗∗)�y.

(Ü (∗)9 (∗∗),�T�3����ê i, (1 ≤ i ≤ n),¦ 1
di

nQ
j=1

dj ∈ Si,�·

K�y. �

y² 2 (444���óóó) e a /∈ Sk,Ké?¿��ê t,k a− tdk /∈ Sk.

Ø��
nQ
j=1

dj ∈ S1,@oé i ∈ {2, 3, · · · , n},k

nY
j=1

dj +
1

di

nY
j=1

dj ∈ S1,

¤±
nY
j=1

dj +
1

di

nY
j=1

dj /∈ Si,

l
1

di

nY
j=1

dj /∈ Si.

du
nQ
j=1

dj ∈ S1,¤±

nY
j=1

dj /∈ Si (i ∈ {2, 3, · · · , n}),

?�Ú�� 1
d1

nQ
j=1

dj /∈ Si ,lk 1
d1

nQ
j=1

dj ∈ S1,

=� 1
di

nQ
j=1

dj ∈ Si��=�
nQ
j=1

dj ∈ Si, i ∈ {1, 2, · · · , n},�·K�y. �

µ5 3{�¥5¿� 1
di

nQ
j=1

dj ´ n − 1�ú��È,2(Ü^���x

1
di

nQ
j=1

dj �5�,= (∗)ª,�X2y² (∗∗)B^|�¤y².3{�¥�I|^

��ê��Ä��5�,B�y² 1
di

nQ
j=1

dj ∈ Si ⇔
nQ
j=1

dj ∈ Si ,=��¤y².

5. �½��ê nÚ k.XJü�Ã¡ê� {si}i≥1Ú {ti}i≥1÷v:é?¿�

�ê iÚ j k si = sj ¤á��=� ti = tj ¤á,@o·�¡ùü�ê�´�d

�.eÃ¡ê� {ri}i≥1÷v r1, r2, · · · Ú rk+1, rk+2, · · · �d,@o·�¡Ùä

k�d±Ï k. b�kM �äk�d±Ï k�Ã¡ê�,z�ê���Ñ´8

Ü {1, 2, · · · , n}¥���,�§�üüÑØ´�d�,¦M ����U�.
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) 1 (444+++���) �Y: Mmax = nk.

(1)- f(a1, a2, · · · , ak ) = {si}+∞i=1 ,Ù¥ a1, a2, · · · , ak ∈ {1, 2, · · · , n},

�÷v: {si}+∞i=1 äk�d±Ï k.- C0 = 0,é i = 1, 2, · · · , k,?1±eö�:

�� ai ≤ n− Ci−1�,-

s(tai+j−1)k+i = Ci−1 + j (t ∈ N, j ∈ {1, 2, · · · , ai}), (*)

Ci = Ci−1 + ai.

� i = 1�,d ai ≤ n− C0 = n,� C1 = C0 + a1 = a1,d� stk+i (t ∈ N)�

H 1, 2, · · · , C1.

� i ≥ 2�,e stk+j (t ∈ N, 1 ≤ j ≤ i − 1)�H 1, 2, · · · , Ci−1,d (∗)�

stk+i (t ∈ N)�H Ci−1 + 1, Ci−1 + 2, · · · , Ci−1 + ai = Ci.

� stk+j (t ∈ N, 1 ≤ j ≤ i )�H 1, 2, · · · , Ci.

�� ai > n − Ci−1 �,- si = n + 1 − ai ≤ Ci−1, Ci = Ci−1,e stk+j (t ∈

N, 1 ≤ j ≤ i ) ( i ≥ 2�)�H 1, 2, · · · , Ci−1,K si 3 stk+j ( t ∈ N ) (1 ≤ j ≤

i− 1) (i ≥ 2�)¥ÑyL.

Ø�� si = sj,Kd {si}+∞i=1 äk�d±Ï k,�

si = sj ⇒ stk+i = stk+j, t ∈ {1, 2, · · · , Ci} ( t ∈ N ).

� stk+j (t ∈ N, 1 ≤ j ≤ i ) ( i ≥ 2� )�H 1, 2, · · · , Ci.

(2)d� f−1
�
{si}+∞i=1

�
= (a1, a2, · · · , ak )÷vé {si}+∞i=1 äk�d±Ï k,

Kk C0 = 0,é i = 1, 2, · · · , k :

�eé?¿� t ∈ N, stk+i > Ci−1,- ai� {stk+i}+∞t=0 �±Ï,Ci = Ci−1+ai.

¯¢þ, dué?¿ t ∈ N, stk+i ∈ {1, 2, · · · , n}, �dÄT�n�

{stk+i}+∞t=0 ¥7küê��.

�

st1k+i = st2k+i (t1, t2 ∈ N, t1 < t2 )

⇒stk+i = s((t2−t1)+t)k+i ( t ∈ N)

Ïd {stk+i}+∞t=0 k±Ï.

d�d5,Ø�� s(tai+j)k+i = Ci−1+j ( t ∈ N, j ∈ {1, 2, · · · , ai} ).

� i = 1 �, C1 = C0 + a1 = a1, stk+1 ( t ∈ N ) �H 1, 2, · · · , ai, =

1, 2, · · · , C1.

é i ≥ 2,e stk+j (1 ≤ j ≤ i − 1, t ∈ N )�H 1, 2, · · · , Ci−1,Kdu stk+i

�H Ci−1 + 1, · · · , Ci,� stk+j (1 ≤ j ≤ i, t ∈ N )�H 1, 2, · · · , Ci.
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�e�3 si, sk+i, s2k+i, · · · ¥�êØ�u Ci−1 ( i ≥ 2 ), stk+j (t ∈ N, 1 ≤

j ≤ i− 1 )�H 1, 2, · · · , Ci.

� st1k+i = sj (t1 ∈ N ),Kdu {sm} m≥1
m≡j( mod k)

�±Ïê�,�ê�¥�3�

� sj′ ÷v j′ > t1k,� st1k+i = sj′ ,�

si = sj′−t1k, stk+i = sj+(t−t1)k ( t ∈ N ).

� si, sk+i, s2k+i, · · · ®�(½��±Ïê�.

- ai = n+1−si, Ci = Ci−1,K stk+j ( t ∈ N ) (1 ≤ j ≤ i)�H 1, 2, · · · , Ci.

nþ¤ã, f �V�,�Mmax = nk. �

) 2 (ùùù111èèè) Mmax = nk.

Ï�ê��m��d´�d'X,¤±�IO�¤käk�d±Ï k,�¤

k�þ�g8Ü {1, 2, · · · , n}�Ã¡S���da��ê.

5¿�ü�S� {sn} , {tn}�d��=��3V� σ : R→ R÷v

σ(si) = ti, i ∈ Z+.

Ïd,éu�d±Ï� k�S� {xn},�3V� σ : {1, 2, · · · , n} → {1, 2, · · · , n}

÷v

σ(xi) = xk+i, i ∈ Z+.

�é?¿ i ∈ Z+,·�k

xkn+i = σ(n)(xi) (i = 1, 2, · · · , k, n ∈ Z+),

�S� {xk}d§�c k � x1, x2, · · · , xk ÚV� σ ��(½,·�r {xk}¡

�d x1, x2, · · · , xk Ú σ)¤�S�.

�Ä?¿��äk�d±Ï k�S� {xn},�½Ùc k� x1, x2, · · · , xk,

�§����� t�ØÓ��.d�d5,Ø��§�´ 1, 2, · · · , t,�éu?

¿ i = 1, 2, · · · , t− 1, i1�gÑy� �3 i+ 11�gÑy� ��c.

e¡·�(½�� σ��ê,¦�dc k� x1, x2, · · · , xk Ú σ)¤�ù


S� {xn}pØ�d.

� I = {0, 1, · · · , t},½ÂN� σI : I → I,éu?¿ i ∈ I,� nσ(i)´÷v

σ(j)(i) ∈ I �����ê j.- σI(i) = σ(j)(i),Ù¥ j = nσ(i).

ey σI �ü�.

b��3 nσ′(xi) = nσ(xi), i1, i2 ∈ I, i1 6= i2÷v σI(i1) = σI(i2)
def
= s.

� j1 Ú j2 ©O�÷v σ(j1)(i1) ∈ I Ú σ(j2)(i2) ∈ I �����ê, K
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σ(j1)(i1) = σ(j2)(i2) = s,� j1 6= j2.

Ø�� j1 < j2,Kk

σ(j2−j1)(i2) = (σ−1)(j1)(σ(j2)(i2)) = (σ−1)(j1) s = i1 ∈ I,

ù� j2���5gñ.Ïd σI �ü�.

l,d I �k�8�, σI �÷�,Ïd σI � I þ���.

ÚÚÚnnn � σÚ σ′� {1, 2, · · · , n}þ�ü���,Kd x1, x2, · · · , xk Ú σ

)¤�S� {xn}�d x1, · · · , xk Ú σ′)¤�S� {x′n}�d��=�

(1) σI = σ′I ;

(2)éuz� i ∈ I þk nσ(i) = nσ′(i).

y² 7�5. � {1, 2, · · · , n}þ��� π÷v: π(xi) = x′ié?¿��ê

i¤á,Ké¤k i ∈ I,k π(i) = i,�é¤k i /∈ I, π(i) /∈ I.

é 1 ≤ i ≤ k,·�k xpk+i = σ(p)(xi).

Ïd,é p = 1, 2, · · · , nσ(xi)− 1,k

xpk+i /∈ I ⇒ x′pk+i = π(xpk+i) /∈ I,

¿�

xknσ(xi)+i ∈ I ⇒ x′knσ(xi)+i = π
�
xknσ(xi)+i

�
∈ I.

�d nσ(i)�½Â�,

nσ′(xi) = nσ(xi)
def
= j,

�

σ′I(xi) = σ
′(j)(x′i) = x′kj+i = π(xkj+i) = π(σ(j)(xi)) = π(σI(xi)) = σI(xi).

�d i�?¿5�7�5�y.

¿©5. � {1, 2, · · · , n}þ��� π÷vXe^�:

(1) π(i) = i, i ∈ I ;

(2)é?¿� i ∈ I 9 1 ≤ j < nσ(i),þk π
�
σ(j)(i)

�
= σ

′(j)(i) ;

ey�� π÷v π(xi) = xi, i = 1, 2, · · · .

é i8B. i = 1, 2, · · · , k�,w,¤á.

b��u i�,(Ø¤á,Ù¥ i ≥ k + 1.

1be xi ∈ I,©O������ê j1, j2 < i÷v xi−k·j1 , x
′
i−k·j1 ∈ I,5¿

� π(i) ∈ I ��=� i ∈ I,� j1 = j2,Ïdd8Bb��,

π(xi−k·j1) = x′i−k·j1 ,
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�d xi−k·j1 ∈ I �,

xi−k·j1 = x′i−k·j1 ,

�

nσ(xi−k·j1) = nσ(x′i−k·j1),

Ïd

π(xi) = xi = σI(xi−k·j1) = σ′I(x
′
i−k·j1) = x′i.

2be xi /∈ I,Ó�/ 1�,�3��ê j,÷v xi−k·j1 = x′i−k·j1 ∈ I,�é?

¿� 1 ≤ j1 < j Ñk xi−k·j1 , x
′
i−k·j2 /∈ I,d�k

j > nσ(xi−k·j1) = nσ′(x
′
i−k·j1).

�

π(xi) = π
�
σ(j)(xi−k·j1)

�
= σ′(j)(x′i−k·j1) = x′i,

(Ø¤á.

d8BÄ��n,¿©5�y,�Ún�y.

£££������KKK. éu�½� x1, · · · , xk, (½�� σI ��{ê� t!, (½

nσ(i) (i = 1, 2, · · · , t) ��{ê�
�
n
t

�
( ùp��{ê�u�§ a1 + · · · +

at ≤ n − t��K�ê)��ê ),� F (k, t)´l8Ü {1, 2, · · · , k}�8Ü

{1, 2, · · · , t}�÷��ê,KdÚn�,¤¦�da�ê�

kX
t=1

F (k, t)

t!
· t!

�n
t

�
=

kX
t=1

F (k, t)
�n
t

�
.

q3 {1, 2, · · · , k}� {1, 2, · · · , n}�¤kN�¥,��� t�8�N�

Tk F (n, t)
�
n
t

�
�,�¤¦=� {1, 2, · · · , k}� {1, 2, · · · , n}�¤kN��

�ê,ùw,� nk.

Ïd,¤¦���� nk. �

µ5 �K´��¥� J�|ÜOêK, '�3uý�n)¿=zS

�“�d”�½Â,|^V�#Qã½Â����{´g,�,3Ö��éLã

��¦�p.

6. 34ABC ¥,: D!E!F ©O3> BC!CA!ABþ,�÷vo>/

AFDE!BDEF!CEFDÑkS��. y²:4ABC �S���»´4DEF

S���»�ü�.
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y² (���***HHH) ky²��Ún.

ÚÚÚnnn (���FFF½½½nnn) ²¡þn�� C1, C2, C3,� C1, C2; C2, C3; C3, C1�

	 q¥%©O´ A, B, C.K A, B, C n:��.

y²�� C1, C2, C3 ��%� O1, O2, O3,�»� r1, r2, r3,dü� q

�5�,� O1, O2, A; O2, O3, B; O3, O1, C ©On:��,�

O1A

O2A
=
r1
r2
,
O2B

O3B
=
r2
r3
,
O3C

O1C
=
r3
r1
⇒ O1A

O2A
· O2B

O3B
· O3C

O1C
= 1.

é4O1O2O3¦^Menelaus½n�_½n,� A, B, C n:��,Ún¼y.

£��K.

�4D′E ′F ′,¦� D, E, F ©O´ E ′F ′, F ′D′, D′E ′�¥:.

d 4DEF v 4D′E ′F ′, �q'� 1 : 2, � 4D′E ′F ′ �S���»´

4DEF S���»� 2�.

·�y²:4ABC Ú4D′E ′F ′k�Ó�S��.

Ï�o>/ AFDE kS��,¤±

AF +DE = AE +DF,
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D′F = DE, DF = D′E,

�

AF +D′F = AE +D′E,

?o>/ AED′F k A−���,P� ωa.

Ón, o>/ BDE ′F, CEF ′D ©Ok B−���, C−���, ©OP�

ωb, ωc.

b� 4ABC � 4D′E ′F ′ �S��ØÓ,@o ωa, ωb, ωc pØ�Ó.Ï�

ωb, ωcÑ� BC, E ′F ′��,¤± ωb, ωc�	 q¥%� BC ∩ E ′F ′ = D.

Ón, ωa, ωc; ωa, ωb�	 q¥%©O�AC∩D′F ′ = E, AB∩D′E ′ = F .

é ωa, ωb, ωc¦^Ún,�� D, E, F n:��,gñ!

Ïd4ABC Ú4D′E ′F ′k�Ó�S��.

� r4ABC = r4D′E′F ′ = 2r4DEF (ùp rL«S���»),�·K�y. �

µ5 ù´��JÝ���AÛK,O��{Ä�1ØÏ,�ã(J,lJ

±uyK8�'�:4ABC Ú4D′E ′F ′k�Ó�S��.�¡��y���d

½n�y²kÉÓó�©.
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