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�CþØ�ª:

¯K 1 ��ê 1 < a1 < a2 < · · · < an, a, b´��ê,÷v(
1− 1

a1

)(
1− 1

a2

)
· · ·
(
1− 1

an

)
≤ a

b
<

(
1− 1

a1

)(
1− 1

a2

)
· · ·
(
1− 1

an−1

)
.

¦y:

a1a2 · · · an ≤ (4a)2
n−1.

�C·���
T¯K��Z/ª:

½n ��ê 1 < a1 < a2 < · · · < an, a, b´��ê,÷v(
1− 1

a1

)(
1− 1

a2

)
· · ·
(
1− 1

an

)
≤ a

b
<

(
1− 1

a1

)(
1− 1

a2

)
· · ·
(
1− 1

an−1

)
.

K

a1a2 · · · an ≤
(a+ 1)2

n − (a+ 1)2
n−1

a
.

½n�y²/�
:ß|êÆ[ Paul Erdös ®²�)û���ß��y

²g�,ù�ß��´'u�CþØ�ª�,Q�À� 1987 c¥II[èÀo

�Á�1nK:

¯K 2 �ê� {rn} ÷v r1 = 2, rn = r1r2 · · · rn−1 + 1, n ≥ 2. ��ê

a1, a2, · · · , an÷v
n∑

i=1

1

ai
< 1.¦y:

n∑
i=1

1

ai
≤

n∑
i=1

1

ri
.
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Ùy²�±3 [2]¥1 124�é�.

½n�y² �ê� {tn}÷v tn = (a+ 1)2
n−1

+ 1, n ≥ 1.N´�y

t1t2 · · · tn =
(a+ 1)2

n − 1

a
, ¬

� (
1− 1

t1

)(
1− 1

t2

)
· · ·
(
1− 1

tn−1

)(
1− 1

tn − 1

)
=

a

a+ 1
. ­

e¡é n^1�êÆ8B{.

� n = 1�,d 1− 1
a1
≤ a

b
< 1,� 1− 1

a1
≤ a

a+1
,¤± a1 ≤ a+ 1¤á.

b�(Øé�u n���êÑ¤á,5w n���/.

b�d�(ØØ¤á,=

a1a2 · · · an >
(a+ 1)2

n − (a+ 1)2
n−1

a
.

?� 1 ≤ i ≤ n− 1,Ï�(
1− 1

ai+1

)
· · ·
(
1− 1

an

)
≤ aa1a2 · · · ai
b(a1 − 1)(a2 − 1) · · · (ai − 1)

<

(
1− 1

ai+1

)(
1− 1

ai+2

)
· · ·
(
1− 1

an−1

)
,

¤±d8Bb�,

ai+1ai+2 · · · an ≤
(aa1a2 · · · ai + 1)2

n−i − (aa1a2 · · · ai + 1)2
n−i−1

aa1a2 · · · ai
,

?


a1a2 · · · an ≤
(aa1a2 · · · ai + 1)2

n−i − (aa1a2 · · · ai + 1)2
n−i−1

a
.

e a1a2 · · · ai ≤ t1t2 · · · ti,Kd¬,

aa1a2 · · · ai + 1 ≤ (a+ 1)2
i

,

�\þª�,

a1a2 · · · an ≤
((a+ 1)2

i
)2

n−i − ((a+ 1)2
i
)2

n−i−1

a

=
(a+ 1)2

n − (a+ 1)2
n−1

a
,

��yb�gñ! �

a1a2 · · · ai > t1t2 · · · ti.

P t′n = a1a2···an
t1t2···tn−1

,Kd

a1a2 · · · an >
(a+ 1)2

n − (a+ 1)2
n−1

a
= t1t2 · · · tn−1(tn − 1),
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t′n > tn − 1 > tn−1 > · · · > t2 > t1.

�d,·�k

a1 > t1,

a1a2 > t1t2,

· · ·

a1a2 · · · an−1 > t1t2 · · · tn−1,

a1a2 · · · an = t1t2 · · · t′n.

ò±þ n�ªf��ê�2�éê�,

ln
1

a1
< ln

1

t1
,

ln
1

a1
+ ln

1

a2
< ln

1

t1
+ ln

1

t2
,

· · ·

ln
1

a1
+ ln

1

a2
+ · · ·+ ln

1

an−1
< ln

1

t1
+ ln

1

t2
+ · · ·+ ln

1

tn−1
,

ln
1

a1
+ ln

1

a2
+ · · ·+ ln

1

an
= ln

1

t1
+ ln

1

t2
+ · · ·+ ln

1

t′n
.

qd a1 < a2 < · · · < an�

ln
1

a1
> ln

1

a2
> · · · > ln

1

an
;

d t1 < t2 < · · · < t′n�

ln
1

t1
> ln

1

t2
> · · · > ln

1

t′n
,

¤± (
ln

1

a1
, ln

1

a2
, · · · , ln 1

an

)
≺
(
ln

1

t1
, ln

1

t2
, · · · , ln 1

t′n

)
.

-¼ê f(x) = ln(1− ex),Kd

f ′′(x) = − ex

(1− ex)2
< 0,

� f(x)3 (−∞, 0)þ´þà¼ê.u´d Karamata Ø�ª,

f

(
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1

a1

)
+f

(
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1

a2

)
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(
ln

1

an

)
≥ f

(
ln

1

t1

)
+f

(
ln

1

t2

)
+· · ·+f

(
ln

1

t′n

)
,
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=

ln

(
1− 1

a1

)
+ · · ·+ ln

(
1− 1

an

)
≥ ln

(
1− 1

t1

)
+ · · ·+ ln

(
1− 1

t′n

)
.

¤±(Ü­,(
1− 1

a1

)
· · ·
(
1− 1

an

)
≥
(
1− 1

t1

)(
1− 1

t2

)
· · ·
(
1− 1

t′n

)
>

(
1− 1

t1

)(
1− 1

t2

)
· · ·
(
1− 1

tn−1

)(
1− 1

tn − 1

)
=

a

a+ 1
.

ù�,
a

b
≥
(
1− 1

a1

)(
1− 1

a2

)
· · ·
(
1− 1

an

)
>

a

a+ 1
,

l
 b < a+ 1,ù� a
b
< 1gñ�

,��¡,� ai = ti(1 ≤ i ≤ n− 1), an = tn − 1, b = a+ 1�,(
1− 1

a1

)(
1− 1

a2

)
· · ·
(
1− 1

an

)
=

a

b
<

(
1− 1

a1

)(
1− 1

a2

)
· · ·
(
1− 1

an−1

)
,

�

a1a2 · · · an =
(a+ 1)2

n − (a+ 1)2
n−1

a
.

Ïd��½ nÚ a�,½n�(J´�Z�.
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���J�´,^aq�g���±)ûe¡ù��CþØ�ª:

¯K 3 ���ê a1, a2, · · · , an÷v
n∏

i=1

(
1 +

1

ai

)
< 2.¦y:

n∏
i=1

(
1 +

1

ai

)
≤ 2− 1

22n−1
.

y² �ê� {sn}÷v sn = 22
n−1

, n ≥ 1.N´�y
n∏

i=1

(
1 +

1

si

)
= 2− 1

s1s2 · · · sn
.

e¡�Ié n^1�êÆ8B{y²
n∏

i=1

(
1 +

1

ai

)
≤

n∏
i=1

(
1 +

1

si

)
.

� n = 1�,d 1 + 1
a1

< 2,� a1 ≥ 2,¤±

1 +
1

a1
≤ 1 +

1

2
= 1 +

1

s1
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b�(Øé�u n���êÑ¤á,5w n���/.

b�d�(ØØ¤á,=(
1 +

1

a1

)(
1 +

1

a2

)
· · ·
(
1 +

1

an

)
>

(
1 +

1

s1

)(
1 +

1

s2

)
· · ·
(
1 +

1

sn

)
.

d
(
1 + 1

a1

)(
1 + 1

a2

)
· · ·
(
1 + 1

an

)
< 2� a1, a2, · · · , an´��ê�,(

1 +
1

a1

)(
1 +

1

a2

)
· · ·
(
1 +

1

an

)
≤ 2− 1

a1a2 · · · an
.

q (
1 +

1

s1

)(
1 +

1

s2

)
· · ·
(
1 +

1

sn

)
= 2− 1

s1s2 · · · sn
,

¤±
1

a1a2 · · · an
<

1

s1s2 · · · sn
,

=

a1a2 · · · an > s1s2 · · · sn.

,��¡,·�y² a1a2 · · · an ≤ s1s2 · · · sn,l
��gñ.

Ø�� a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an.d8Bb�,

1 +
1

a1
≤ 1 +

1

s1
,(

1 +
1

a1

)(
1 +

1

a2

)
≤
(
1 +

1

s1

)(
1 +

1

s2

)
,

· · ·(
1 +

1

a1

)(
1 +

1

a2

)
· · ·
(
1 +

1

an−1

)
≤
(
1 +

1

s1

)(
1 +

1

s2

)
· · ·
(
1 +

1

sn−1

)
.

qd�yb�,(
1 +

1

a1

)(
1 +

1

a2

)
· · ·
(
1 +

1

an

)
>

(
1 +

1

s1

)(
1 +

1

s2

)
· · ·
(
1 +

1

sn

)
.

ò±þ n�ªf�éê�,

ln

(
1 +

1

a1

)
≤ ln

(
1 +

1

s1

)
,

ln

(
1 +

1

a1

)
+ ln

(
1 +

1

a2

)
≤ ln

(
1 +

1

s1

)
+ ln

(
1 +

1

s2

)
,

· · ·

ln

(
1 +

1

a1

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

1

an−1

)
≤ ln

(
1 +

1

s1

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

1

sn−1

)
,
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ln

(
1 +

1

a1

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

1

an

)
> ln

(
1 +

1

s1

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

1

sn

)
.

d�ü1,��3 a′n > an,¦�

ln

(
1 +

1

a1

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

1

a′n

)
= ln

(
1 +

1

s1

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

1

sn

)
.

qd a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an < a′n,�

ln

(
1 +

1

a1

)
≥ ln

(
1 +

1

a2

)
≥ · · · ≥ ln

(
1 +

1

a′n

)
;

d s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sn,�

ln

(
1 +

1

s1

)
≥ ln

(
1 +

1

s2

)
≥ · · · ≥ ln

(
1 +

1

sn

)
,

¤±(
ln

(
1 +

1

a1

)
, · · · , ln

(
1 +

1

a′n

))
≺
(
ln

(
1 +

1

s1

)
, · · · , ln

(
1 +

1

sn

))
.

-¼ê f(x) = ln(ex− 1),Kd f ′′(x) = − ex

(ex−1)2 < 0,� f(x)3 (0, +∞)þ

´þà¼ê.u´d Karamata Ø�ª,

f

(
ln

(
1 +

1

a1

))
+· · ·+f

(
ln

(
1 +

1

a′n

))
≥ f

(
ln

(
1 +

1

s1

))
+· · ·+f

(
ln

(
1 +

1

sn

))
,

�

ln
1

a1
+ ln

1

a2
+ · · ·+ ln

1

a′n
≥ ln

1

s1
+ ln

1

s2
+ · · ·+ ln

1

sn
,

=
1

a1a2 · · · a′n
≥ 1

s1s2 · · · sn
.

¤±

a1a2 · · · an < a1a2 · · · a′n ≤ s1s2 · · · sn.
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