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I. ÁÁÁ KKK

K 1.1 : E,F ©O´ 4ABC > AB,AC þ�:. 4AEF �	���

4ABC �	��u:M.:D´:M 'u�� EF �é¡:,: O´4ABC

�	%.y²:: D3�ã BC þ��=� O,A,E, F o:��.

K 1.2 � n´��ê, c´�¢ê.®�¢ê x1, x2, · · · , x2n÷v x1 + x2 +

· · ·+ x2n = c� |xk+1 − xk| < c
n
, ∀1 ≤ k ≤ 2n(x2n+1 = x1).y²:�3 n��ê

i1, i2, · · · , in,¦�: ����xi1 + · · ·+ xin −
c

2

���� < c

2n
.

K 1.3 k n�<üü��Û®	¥,XJk 4�< A,B,C,D÷v A� B,

B� C, C �D,D� A,K¡do<���/o>é0,¯µ�õkõ��/o

>é0?

K 1.4 ®� {an}n≥1 ´��êS�, {pn}n≥1 ´�êS�,�é?¿��ê

n,k

pn | an, an+1 =
an
pn

�
p1009n − 1

�
.

y²:�3��êm,¦� 2018 | am.

ÂvFÏ: 2018-12-15.
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K 2.1 3Ø�>n�/ ABC ¥, G,H ©O�§�­%ÚR%.P w1�L

: A,B ���� BC ����, ω2 �L: A,C ���� BC ����. ω1, ω2

ü��u: A,PA .aq½Â PB, PC .¦yµG,H, PA, PB, PC Ê:��.

K 2.2 {ai}i≥1 ´ØO��K�êê�,Ù���� 0.éu�ê j,P bj �

÷v ai ≥ j �eI i ��ê. y²: �­8 {a1 + 1, a2 + 2, · · · , ai + i, · · · } �

{b1 + 1, b2 + 2, · · · , bj + j, · · · }��.

K 2.3 � n´����ê,± {1, 2 · · · , 2n}�¤k n�f8�º:�Ã�

ã÷v:e n�f8 A,B÷vB = {1, 2 · · · , 2n}\A½ B = {2n+1− i : i ∈ A},

K A,Bk>�ë.¦ù�Ã�ã�ëÏ©|�ê.

K 2.4 ¡����êS� {an}n≥1´ÜÅ@ê.ê�,eÙ÷v4í'X:

an+2 = an+1 + an,∀n ≥ 1.¯:´ÄUr��ê8©y¤Ã¡õ�ÜÅ@ê.ê

�?`²nd.

///. ))) ���

K 1.1 : E,F ©O´ 4ABC > AB,AC þ�:. 4AEF �	���

4ABC �	��u:M.:D´:M 'u�� EF �é¡:,: O´4ABC

�	%.y²:: D3�ã BC þ��=� O,A,E, F o:��.

G
D

M

O

A

B

C

E

F

y² Ø��M 3�løABþ. K·�k

∠AEF = ∠AMF < ∠AMC = ∠ABC,

Ïd� EF �� BC u�: G,¦� B 3 C,G�m.3��o>/ AFCBGE

¥,4ABC �	���4AEF �	���uM :,KM ´ù���o>/�

��:,l
M,G,B,E ÚM,F,C,G©Oo:��.l


D ∈ BC ⇔ ∠MGE = ∠CGE
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⇔ ∠AEM = 2∠ABM = ∠AOM

⇔ O,A,E, F o:��.

�

µ5 ù´��{ü�AÛK,r�� FE Ú CBò���Ñ����o>

/,�±uyM ´ù���o>/���:,2|^��:�AÛ5�Ué�

,	ü|o:��,��ÏL��Ò�±y�(Ø.

K 1.2 � n´��ê, c´�¢ê.®�¢ê x1, x2, · · · , x2n÷v x1 + x2 +

· · ·+ x2n = c� |xk+1 − xk| < c
n
, ∀1 ≤ k ≤ 2n(x2n+1 = x1).y²:�3 n��ê

i1, i2, · · · , in,¦�: ����xi1 + · · ·+ xin −
c

2

���� < c

2n
.

y² - ai = max{x2i−1, x2i}, bi = min{x2i−1, x2i}, 1 ≤ i ≤ n.

P Sk = a1 + a2 + · · · + an−k + bn−k+1 + · · · + bn, 0 ≤ k ≤ n.Ù¥, S0 =

a1 + a2 + · · ·+ an.�k

S0 ≥
c

2
≥ Sn.

q5¿�é?¿ 0 ≤ k ≤ n− 1,k

Sk − Sk+1 <
c

n
,

�dlÑ0�½n�,�3 0 ≤ m ≤ n,¦�����Sm −
c

2

���� < c

2n
.

¯¢þ,eØ�3.Kd S0 ≥ c
2
≥ Sn�

S0 ≥
c

2
+

c

2n
, Sn ≤

c

2
− c

2n
.

l
7�3���eI k,¦�

Sk ≥
c

2
+

c

2n
>

c

2
− c

2n
≥ Sk+1,

K Sk − Sk+1 ≥ c
n
,ù�c¡�Ñ� Sk �5�gñ.

l
·K�y. �

µ5 ù´��K¡#L!JÝ·¥�Ø�ª¯K.þã){�'�3u|

^K�^�éÑeZ� n�ê|,¦���ü�ê|�¤kê�Úäk0�5,

2dlÑ0�½nÒ�±y�(Ø.
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K 1.3 k n�<üü��Û®	¥,XJk 4�< A,B,C,D ÷v A�

B, B � C, C � D, D� A,K¡do<���/o>é0,¯µ�õkõ��

/o>é0?

) ò n�<w� n�k�ãþ�:,e A� B,Kë> A→ B .

Äk,5¿�±en��(Øµ

(1)o:¥�õ�3���Ý� 4�k��.

(2)o:¥ek��:�ÑÝ½ö\Ý� 3,Kdo:Ø�¤o>é,��

½,.

(3)o:¥�õkü:�ÑÝ½ö\Ý� 3.

¡²¡þo: A,B,C,D�¤���| (A,BCD)e A→ B,A→ C,A→

C,A → D½ A ← B,A ← C,A ← D.u´,eo:¥k�|,K§�Ø�¤o

>é,���o:|¥�õÑyü��|,ØÓ�o:|Ñy��|�½ØÓ.

�z�:�ÑÝ� a1, a2, · · · , an,K�|��ê�
nX

i=1

  
ai
3

!
+

 
n− 1− ai

3

!!
.

(1)� n�Ûê�,� n = 2k + 1, k ∈ N∗,K�|��ê
nX

i=1

  
ai
3

!
+

 
n− 1− ai

3

!!
≥ (2k + 1) · 2

 
k

3

!
,

�Ø´o>é�o:|��ê�u�u (2k + 1)
�
k
3

�
,¤±o>é��ê�u�

u  
2k + 1

4

!
− (2k + 1)

 
k

3

!
=

k(k − 1)(k + 1)(2k + 1)

6
.

(2)� n�óê�,� n = 2k, k ∈ N∗,K�|��ê
nX

i=1

  
a1
3

!
+

 
n− 1− ai

3

!!
≥ 2k

  
k − 1

3

!
+

 
k

3

!!
,

�Ø´o>é�o:|��ê�u�u k
��

k−1
3

�
+
�
k
3

��
,¤±o>é��ê�u

�u  
2k + 1

4

!
− k

  
k − 1

3

!
+

 
k

3

!!
=

k(k − 1)(k + 1)(2k − 3)

6
.

e¡y²�Òþ�±��.

(1)� n �Ûê�, dþã?Ø�, �L¦z:Ñ\Ýþ� k, �z��

o>é�o:|Ñkü��|. ò 2k + 1 �:^��?Ò 0, 1, · · · , 2k, ¿-

A→ B,� (B −A) mod n ∈ {1, 2, · · · , k}�;- A← B,� (B −A) mod n ∈

{k + 1, k + 2, · · · , 2k}�. KØJ�yz�:�Ñ\Ýþ� k. éuz��o
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>é�o:|,� A → B,A → C,A → D,� B,C,D^���gü�,K7k

B → C,B → D,C → D,�kü��| (A,BCD)Ú (D,ABC),u´�Ò�±

��.

(2)� n�óê�,�L¦z:ÑÝ� k\Ý� k − 1,½ÑÝ� k − 1\Ý

� k,�z��o>é�o:|Ñkü��|.

ò 2k�:^��?Ò 0, 1, · · · , 2k−1 ,� (B−A) mod n ∈ {1, 2, · · · , k−1}

�,- A → B; �(B − A) mod n ∈ {k + 1, k + 2, · · · , 2k − 1}�,- A ← B ;

�(B − A) ≡ k (mod n)�, A → B ½ A ← B ?À�«��. KØJ�yz:

ÑÝ� k\Ý� k − 1,½ÑÝ� k − 1\Ý� k.

éuz��o>é�o:|,e§�¥Ãü:��� n{ k,KÓ (1) �?

Ø�y. ekü: A,B÷v�� n{ k,� A→ B.

(a)e^���g� A,C,D,B,K A → C,A → D,C → D,C → B,D →

B, k�| (A,BCD), (D,ABC),¤á.

(b)e^���g� A,C,B,D,K A→ C,C → B,B → D,D → A�o>

é,gñ.

(c)e^���g� A,B,C,D,K A→ B,B → C,C → D,D → A�o>

é,gñ. u´�Ò��±��.

nþ��, n = 2k + 1�,o>é�ê���� k(k−1)(k+1)(2k+1)
6

; n = 2k�,

o>é�ê���� k(k−1)(k+1)(2k−3)
6

. �

µ5 dKdx²�¥Ü`P�Jø,ù´��¥�JÝ�ãØ¯K.�K

�5
´��k�ã¥ 3�Ì���ê����¯K,�¯K´ÏLO�l�

:Ñu�Ó�>|¤�éÚ¦^�ÜØ�ª?1þ.��O,�K¥Ì���

�êd 3C�
 4 ,ØLØy¤^�Ã{� 3���/���Ó,�´�EÜ©

I��c[�©aÚ`².

K 1.4 ®� {an}n≥1´��êS�, {pn}n≥1´�êS�,�é?¿��ê

n,k

pn | an, an+1 =
an
pn

�
p1009n − 1

�
.

y²:�3��êm,¦� 2018 | am.

y² - e = 1009,K e´�ê� 2e = 2018.5¿�

pen − 1 = (pn − 1)(pe−1
n + · · ·+ pn + 1),
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� � pn 6= 2 �, k 2 | pn − 1, ��y²�·K, �Iy�3��ê m, ¦�

pm ≡ 1 (mod e). (∗)

�y{.b� pn 6≡ 1 (mod e),∀n ≥ 1.·�y² An = pe−1
n + · · ·+ pn + 1�

¤k�ÏfÑ� e{ 1. (1)

- p´ An ��Ïf,K p 6= pn.P d ≥ 1´ pn � p��,= d´����

�ê¦� pdn ≡ 1 (mod p) .du p | An, An | pen − 1,K p | pen − 1 ,� d | e.q e

´�ê,K d = 1½ d = e.

e d = 1,K pn ≡ p1n ≡ 1 (mod p),l


An ≡ 1e−1 + · · ·+ 1 ≡ e (mod p).

du p | An,� p | e,l
 p = e.ù� pn 6≡ 1 (mod e)gñ. (1)�y.

e d = e,dFermat �½n� d | p − 1.d p�?¿5�, An �¤k�Ïf

Ñ� e{ 1.

y3- bnL« an���Ïf,¦� bnØ�3� e{ 1��Ïf.l
k

bn+1 |
bn
pn

(pn − 1) < bn,

ù`² {bn}´î�4~�Ã¡��ê�,gñ!

u´ (∗)¤á,l
·K�y. �

µ5 ù´��k�½JÝ��ê��'�êØ¯K.þã){�'�3u

uy An3 pn 6≡ 1 (mod e)�¤k�ÏfÑ� e{ 1,(Ü�y{�±uy {bn}

´î�4~�Ã¡��ê�,ùÒ�)
gñ,l
·K�y.

K 2.1 3Ø�>n�/ ABC ¥, G,H ©O�§�­%ÚR%.P w1�L

: A,B ���� BC ����, ω2 �L: A,C ���� BC ����. ω1, ω2

ü��u: A,PA .aq½Â PB, PC .¦yµG,H, PA, PB, PC Ê:��.

延长APA交BC于D.
记过A且与直线BC分别相切于B,C的两圆为OB,OC.
则直线APA是圆OB与圆OC的根轴.
从而D到两圆的幂相等，即为DB2=DC2，故DB=DC.
又G也在三角形ABC的中线AD上，所以A,PA,G,D四点共线.
由于PABD=BAD,故 PABD BAD.则BPAD=ABC.
同理，CPAD=ACB.
故BPAC=BPAD+CPAD=ABC+ACB=180°-BAC.
由垂心性质可知BHC=180°-BAC.
则BHPAC四点共圆.
那么HPAB=HCB.
故GPAH=GPAB+HPAB=BPAD+HCB=ABC+HCB=90°.
这说明PA在GH为直径的圆上.
同理，PB,PC也在GH为直径的圆上.
所以G,H,PA,PB,PC五点共圆.

在不等边三角形ABC中,G、H分别为它的重心和垂心.记
过A且与直线BC分别相切于B,C的两圆交于PA(异于A).类
似定义PB,PC.求证：G,H,PA,PB,PC五点共圆.

D

PC

PB

PA
H G

A

B C
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y² ò� APA� BC u D.

5¿��� APA ´� ω1 �� ω2 ��¶,l
 D �ü�����,Kk

DB2 = DC2§� DB = DC. q G �3n�/ ABC �¥� AD þ§¤±

A,PA, G,Do:��.

dω1�BC���∠PABD = ∠BAD,�4PABD ∼ 4BAD.K∠BPAD =

∠ABC. Ón, ∠CPAD = ∠ACB. �

∠BPAC = ∠BPAD + ∠CPAD = ∠ABC + ∠ACB = 180◦ − ∠BAC.

dR%5��� ∠BHC = 180◦−∠BAC.¤± B,H, PA, C o:��, l


∠HPAB = ∠HCB. �

∠GPAH = ∠GPAB + ∠HPAB = ∠BPAD + ∠HCB

= ∠ABC + ∠HCB = 90◦.

ù`² PA3 GH ��»��þ. Ón, PB, PC �3 GH ��»��þ.

¤± G,H, PA, PB, PC Ê:��. �

µ5 ù´��¥�JÝ�AÛK.)��'�3uuy GH ´�y�Ê:

¤3���»,k^�¶�±�Ñ APA ´¥�,2ÏL�qÚo:��?1�

��±y² GPA� HPAR�,l
·K¼y.

K 2.2 {ai}i≥1 ´ØO��K�êê�,Ù���� 0.éu�ê j,P bj

�÷v ai ≥ j �eI i��ê.y²:�­8 {a1 + 1, a2 + 2, · · · , ai + i, · · · }�

{b1 + 1, b2 + 2, · · · , bj + j, · · · }��.

y² � a1 = n.dK���Tê�l,��m©��þ� 0.�ê�k ki

�� i (1 ≤ i ≤ n).K

bj =

 kj + kj+1 + · · ·+ kn, j ≤ n

0, j > n
,

K�­8 {a1 + 1, a2 + 2, · · · , ai + i, · · · }�

{n+ 1, · · · , n+ kn︸ ︷︷ ︸
kn �ëY�ê

, n+ kn, · · · , n+ kn + kn−1 − 1︸ ︷︷ ︸
kn−1 �ëY�ê

, · · ·

i+ 1 + kn + · · ·+ ki−1, · · · , i+ kn + · · ·+ ki︸ ︷︷ ︸
ki �ëY�ê

,

kn + · · ·+ k1 + 1, kn + · · ·+ k1 + 2, · · ·︸ ︷︷ ︸
d����ëY�ê

}.
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Ù¥e,� ki = 0 ,Kþã8Ü¥1 n+ 1− iãØÑyëY�ê.

{b1 + 1, b2 + 2, · · · , bj + j, · · · }�

{kn + · · ·+ k1 + 1, kn + · · ·+ k2 + 2, · · · , kn + n, n+ 1, n+ 2, · · ·| {z }
d���´ëY�ê

}.

Ù¥e,� ki = 0 ,Kþã8Ü¥ê kn + · · ·+ ki + iØÑy.

þãü��­8���Ñ´l n+ 1m©�ëY��ê,z���Ñy 1g

½ 2g,�Ñy 2g���T� i+ kn + · · ·+ ki (ki > 0)ù��ê.�ü��­

8��. �

µ5 ù´��k��8Ü¯K.�
�xK�¥ê��(�,ég,U�

�^ kiL«ê i3ê�¥Ñy�gê,ù�Ò�±^ ki5L« bj ,l
K�¥

�ü��­8Ñ�±^ kiwª�Ñ,'�ü�8Ü¥z���Ñy�gêÒ�

±y�(Ø.

K 2.3 � n´����ê,± {1, 2 · · · , 2n}�¤k n�f8�º:�Ã�

ã÷v:e n�f8 A,B÷vB = {1, 2 · · · , 2n}\A½ B = {2n+1− i : i ∈ A},

K A,Bk>�ë.¦ù�Ã�ã�ëÏ©|�ê.

) (���HHHääärrr¥¥¥ÆÆÆ���dddööö)

´�Ã�ã¥z�º:�ÝêØ�L 2. (∗)

éu {1, 2, · · · , n}�f8 A,B,·�^ A ≡ B L« B = {1, 2, · · · , 2n}\A,

^ A ∼ BL« B = {2n+ 1− i | i ∈ A}.

éu {1, 2, · · · , 2n}�f8 A,B,C,�Äe¡ü«�¹:

� e A ≡ C, A ∼ B,� B 6= C.

�Ä÷v B ≡ D�8Ü D.

e D = A,K

D = {1, 2, · · · , 2n}\B = {2n+ 1− i | i ∈ B} = A,

l


B ={1, 2, · · · , 2n}\ ({1, 2, · · · , 2n}\B)

={1, 2, · · · , 2n}\{2n+ 1− i | i ∈ B}

={2n+ 1− i | i ∈ A}

=C,

gñ.� D 6= A.
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e¡y² D ∼ C.

e x ∈ D,K x /∈ B,@o 2n+1−x /∈ A, 2n+1−x ∈ C,Ón��e x ∈ C

K 2n+ 1− x ∈ D ,� D ∼ C.

d (∗) �d� A,B,C,D�¤�� 4�ëÏ©|,�¿�^�� B 6= C,=

A ∼ B� A 6≡ B .d�7k,� i(1 ≤ i ≤ n)¦� {i, 2n+ 1− i} ⊆ A ,� AØ

U©y¤eZ�/X {i, 2n+ 1− i}�f8(ÄKBk A = B).

� e A ≡ C, A ∼ B,� B = C.

d�d��,T©|¥�kü�8Ü,� A�oT�¹ {i, 2n+ 1− i} ¥�

��ê (é¤ki = 1, 2, · · · , n),�o�±©y¤eZ�/X {i, 2n+ 1− i}�f

8.

e¡O�ëÏ©|��ê.

� n = 2k�,�k 22k +
�
2k
k

�
�ÎÜ��f8 A,k

�
4k
2k

�
− 22k −

�
2k
k

�
�Î

Ü�� A,��k

22k +
�
2k
k

�
2

+

�
4k
2k

�
− 22k −

�
2k
k

�
4

=

�
4k
2k

�
+
�
2k
k

�
+ 22k

4

�ëÏ©|.

� n = 2k + 1�,�k 22k+1 �ÎÜ��f8 A,k
�
4k+2
2k+1

�
− 22k+1 �ÎÜ

�� A,��k �
4k+2
2k+1

�
− 22k+1

4
+

22k+1

2
=

�
4k+2
2k+1

�
+ 22k+1

4

�ëÏ©|. �

µ5 ù´��¥�JÝ�ãØK.¯K�'�´uyz�ëÏ©|´�Ý

� 2½ 4��,2é n©Ûó©OO��Ý� 2Ú�Ý� 4����ê,ù�Ò

�±��¤¦ëÏ©|��ê.

K 2.4 ¡����êS� {an}n≥1´ÜÅ@ê.ê�,eÙ÷v4í'X:

an+2 = an+1 + an,∀n ≥ 1.¯:´ÄUr��ê8©y¤Ã¡õ�ÜÅ@ê.ê

�?`²nd.

) ky²Xe� Zerkendorf½n.

½½½nnn éuÜÅ@ê.ê�F0 = F1 = 1, Fn+2 = Fn+1+Fn, n ∈ N±9?¿

��ên,�3 k9 1 ≤ i1 < · · · < ik,÷v k ≥ 1, ij+1−ij ≥ 2, j = 1, 2, · · · , k−1,

¦ n = Fi1 + · · ·+ Fik �Tê� (i1, · · · , ik)��.
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½ny² é n8By² i1, · · · , ik ��35.

n = 1�,�U� i1 = 1; n = 2�,�U� i2 = 2.

b�é�u n���ê(Ø¤á, n�,e n�ÜÅ@ê.ê�¥���

Fj (j ≥ 2),� i1 = j =�.

e nØ�ÜÅ@ê.ê�¥���,K�3 j ∈ N+,¦ Fj < n < Fj+1,K

1 ≤ n− Fj < n.

é n− Fj ¦^8Bb���3 1 ≤ i1 < · · · < ik,¦�

ij+1 − ij ≥ 2, j = 1, · · · , k − 1,

�

n− Fj = Fi1 + · · ·+ Fik .

du Fj−1 + Fj = Fj+1, ¤± Fik < Fj−1, Ïd ik < j − 1, = ik ≤ j − 2, l
-

ik+1 = j =�,÷v^�.

nþ,�35�y.

2y��5.e�3 1 ≤ i1 < · · · < ik 9 1 ≤ j1 < · · · < jl÷v

ij+1 − ij ≥ 2, j = 1, · · · k − 1,

jr+1 − jr ≥ 2, r = 1, · · · l − 1,

� (i1, · · · , ik) 6= (j1, · · · , jl), n = Fi1 + · · ·+ Fik .N´w�

Fi1 + Fi2 < Fi2−1 + Fi2 = Fi2+1,

�daí�

Fik ≤ n < Fik+1,

Ón Fjl ≤ n < Fjl+1. ¤±

Fik = Fjl .

é n− Fik = n− Fjl ,Ó�?Ø� (i1, · · · , ik) = (j1, · · · , jl)�)gñ!

u´��5�y,�½n�y.

£££������KKK.d Zerkendorf½n,½Â��ê� “F ?�”,=�3

n = akFk + · · ·+ a1F1 = (ak · · · a1)(F ), k ∈ N+

Ù¥ ai ∈ {0, 1}, é ∀i, aiai+1 = 0, i = 1, · · · , k − 1, ak 6= 0.

|^ù«L«,©O� a1 = 1; a1 = 0, a2 = 1; a1 = a2 = 0, a3 = 1; · · · U
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1l����Ñ¤k��ê:

F1 F1 + F3 F1 + F4 F1 + F5 F1 + F3 + F5 · · ·

F2 F2 + F4 F2 + F5 F2 + F6 F2 + F4 + F6 · · ·

F3 F3 + F4 F3 + F6 F3 + F7 F3 + F5 + F7 · · ·

F4 F4 + F6 · · · · · · · · · · · ·
...

...
...

...
...

...

þ¡z��Ñ´��ÜÅ@ê.ê�,�U�r��ê8©y¤
Ã¡õ

�ÜÅ@ê.ê�.

l
·K�y. �

µ5 ù´��éÐ�|ÜêØ¯K.§�@3 Kömal,����)¯K

Ñy, 2017c{IrdKÀ�
8Ôè��ÁK.þã){¦^ÜÅ@êê�

���E��ê8Ü�©y,I�^�ÜÅ@êê���\5� (Zerkendorf½

n),ù«�{4ä|g,��c[£�.

11 êÆ#(�




